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다차원척도법(multidimensional scaling)이란 다차원 공간의 개체간의 거리를 나타내는 자료로부터 그들
의 유사성 또는 비유사성을 저차원 공간에 기하적으로 나타내어 그들의 관계를 탐색적으로 살펴보는 다변
량 그래프적 기법이다. 다차원척도법에서는 저차원 공간을 형상공간(configuration space)이라 하며 여기
에 개체를 기하적으로 나타낸 것을 다차원척도법도(multidimensional scaling map)라 한다.  

일반적으로 계량형 다차원척도법은 양적자료(quantative data)에 적용하는데 이진수 자료(binary data)는 
질적자료(qualitative data)임에도 불구하고 계량형 다차원척도법을 적용할 수 있다. 이는 이진수 자료에
서  비유사성은 유사성 측도를 위해 보편적으로 이용하는 단순매칭계수로부터 계산하고 이를 두 개체간의 
거리 개념에서 보면 이진수 자료의 제곱유클리드거리를 전체 항목 수로 나눈 것과 동일하기 때문이다. 

다차원척도법을 통해서는 각각의 개체들에 대한 군집화만을 파악할 수 있는데 이러한 군집들의 특징을 파
악하기 위해서는 가상점(pseudo-sample)을 활용한 개별 변수의 추가적인 표현이 요구된다. 

다차원척도법 공간상에 가상점을 표현하는 기존의 방법인 Gower와 Hand(1996)가 제안한 대체법은 개
별 변수에 해당하는 관측값만을 𝝉(개별 변수가 가질 수 있는 값)로 대체하여 가상점의 중심을 계산하고 
이를 다차원척도법 좌표공간에 투영(projection)하여 가상점을 표현한다. 

이진수 자료는 가상점의 중심이 1의 비율에 따라 결정되므로, 다차원척도법 공간상에 가상점을 표현하기 
위해서는 각각의 변수에 해당하는 관측값이 0인 경우와 1인 경우를 분할한 행렬 각각을 가상점이라 두고 
중심을 계산하는 분할법을 이용해야 한다.  

  1. Introduction 

 p개의 변수로 n개의 개체에 대해 얻은 이진수 자료 X= x𝑖𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑛; 𝑘 = 1,⋯ ,𝑝 는 다음과 같다. 

𝑥𝑖𝑖 = � 1 ∶ i번째 개체가 k번째 변수의 성질을 만족하는 경우
 0 ∶ 그 외의 경우

 

이진수 자료에서  다차원척도법을 위한 비유사성은 두 개체간의 유사성을 나타내는 단순매칭계수를 이용
하여 계산하는데 이는 이진수 자료의 제곱유클리드거리를 p로 나눈것과 일치한다. 따라서 이진수 자료에
서 제곱유클리드거리를 비유사성으로 하므로 계량형 다차원척도법을 실시할 수 있다. 

이진수 자료 X의 𝑖번재 개체 개체  𝐱𝑖= 𝑥𝑖1,⋯ , 𝑥𝑖𝑖
𝑡 와 j번째 개체 𝐱𝑗= 𝑥𝑗1,⋯ , 𝑥𝑗𝑝

𝑡 간의 제곱유클리드
거리는 다음과 같다. 

 𝑑𝑖𝑖2 = 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗
𝑡 𝐱𝑖 − 𝐱𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1,⋯ ,𝑛  

 

계량형  다차원척도법의 대표적인 알고리즘인 토거선 알고리즘(Torgerson, 1958)에 대해 정리하자. 

[1단계]  

 

[2단계]  

 

 

 

[3단계]   

 

 

[4단계]  

 

 
 

토거선의 알고리즘을 통해 차원 축소된 s차원 다차원척도법의 근사적합도는 다음과  같다. 
∑ λ𝒓𝒔
𝒓=𝟏

∑ λ𝒓
𝒑
𝒓=𝟏

× 𝟏𝟏𝟏(%) 

   근사적합도를 다차원척도법의 설명력이라 하고, 값이 70% 이상이면 원자료를 잘 설명한다고 할 수 있다. 

3.1 Gower와 Hand(1996)가 제안한 대체법에 의한 가상점 표현 

 p개의 연속형 변수로 n개의 개체에 대해 얻은 자료행렬을 X= x𝑖𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑛; 𝑘 = 1,⋯ ,𝑝 라 하자.  

이때 k번째 변수에 대한 정보를 얻기 위해서는 주어진 자료 행렬의 k번째 변수에 해당하는 관측값만을 
모두 𝜏(𝑘번째 변수가 가질 수 있는 값)로 대체한 n개의 가상점 𝐗∗ = 𝑥𝑖𝑖∗ 을 다음과 같이 고려해야 한다. 

 

 

 
 

자료행렬 X의 k번째 변수에 해당하는 관측값만을 모두 τ로 대체한 𝑛개의 가상점의  중심은 다음과 같다. 

𝐱�∗= (𝑥̅1∗,⋯𝑥̅𝑘−1∗ , 𝜏, 𝑥̅𝑘+1∗ ,⋯ 𝑥̅𝑝∗ )
𝑡 

   여기서  𝑥̅𝑘∗=∑ 𝑥𝑖𝑖∗𝑛
𝑖=1 /n,𝑘 = 1,⋯ ,𝑝 는 가상점 𝐗∗의 k번째 열의 평균이므로  𝝉이다.  

 n개 가상점의 중심과 기존의 n개 좌표점과의 제곱거리를 나타내는 n× 1 벡터 𝐚 = (𝑎1,  ⋯ ,  𝑎𝑛)𝑡 의 
원소는 다음과 같다. 

𝑎𝑖 =  𝐱�𝑖∗ − 𝐱�∗ 𝑡(𝐱�𝑖∗- 𝐱�∗), 𝑖 = 1,⋯ ,𝑛 
 

가상점의 중심을 s차원으로 축소된 다차원척도법 좌표공간에 투영한  s× 1 좌표벡터는 다음과 같다. 

𝐜𝑘=𝚲(𝑠)
−1𝐂(𝑠)

𝑡 − 1
2
𝐚 − 1

𝑛
𝐀𝟏𝑛  

비유사성 행렬로 𝐃 = 𝑑𝑖𝑖2 , 𝑖, 𝑗 = 1,⋯ ,𝑛 부터 행렬 A= (𝑎𝑖𝑖)을 계산한다. 행렬 A의 원소는

𝑎𝑖𝑖=−
1
2
𝑑𝑖𝑖2  이다. 

행렬  A로 부터 이중-중심화 행렬은 B=(𝑏𝑖𝑖)=HAH와 같이 나타나게 된다. 

여기서 𝑏𝑖𝑖=𝑎𝑖𝑖-𝑎�𝑖 .-𝑎�.𝑗+𝑎�.. 이며, 𝑎�𝑖 .=∑ 𝑥𝑖𝑖𝑛
𝑗=1 /n 은 행렬 A의 𝑖번째 행의 평균이고,  𝑎� .𝑗=∑ 𝑥𝑖𝑖𝑛

𝑖=1 /n 
은 각각 행렬 A의 𝑗번째 열의 평균이고, 𝑎�..=∑ ∑ 𝑥𝑖𝑖𝑛

𝑗=1
𝑛
𝑖=1 /𝑛2은 A의 모든 원소의 평균이다.  

𝐇 = 𝐈𝑛 − 𝑛−1𝟏𝑛𝟏𝑛𝑡  이며 𝐈𝑛은 단위행렬이고 , 𝟏𝑛은 모든 원소가 1인 n× 1 벡터이다. 

차원 축소된 형상 공간의 좌표를 얻기 위해서는 이중-중심화 행렬 B의 스펙트럼 분해  B=VΛ𝐕𝑡를 
계산한다. 여기서 Λ=diag(λ1,⋯ , λ𝑛)는 λ1 ≥ ⋯  ≥  λ𝑛 의 관계를 갖는 고유값을 대각원소로 하는 대
각행렬이며, V는 크기 n× n 의 직교행렬이다. 

행렬 B의 스펙트럼분해로부터  s(≤ 𝐩) 개의 고유값과 이에 대응하는 고유벡터를 가지고  크기가 

 n × s 인 s 차원의 형상공간의 좌표는 𝐂(𝑠) =𝐕(𝑠)𝚲 𝑠
1/2 와 같이 나타나고 ,  𝐕(𝑠)는 𝑛 × 𝑠의 

행렬이고, 𝚲 𝑠
1/2=diag( λ1,⋯ , λ𝑠) 이다.  

3.2 분할법에 의한 가상점 표현 

여러 개의 관측값이 아닌 0 과1의 두 개의 관측값만을 갖는 이진수 자료의 경우 k번째 변수에 해당하는 
관측값을 모두 𝝉 𝟎또는𝟏 로 대체하여 가상점의 중심을 구하는 대체법이 아닌 k번째 변수에 해당하는 관측
값이 0인 경우와 1인 경우를  분할한 행렬 각각을 가상점이라 두고 중심을 구하는 분할법을 이용해야 한다. 이
는 이진수 자료에서는 가상점의 중심이 1의 비율에  따라 결정되므로 0과 1의 분할된 가상점의 열평균을 계산
해야한다. 

분할법 알고리즘에 대해 간략히 정리하자. 

[1단계]  

 

 

 

[2단계]   

 

 

 

 

 

[3단계]   

 

 

 

[4단계]   

 

 

 

 

[5단계]   

 

 

[6단계]   

이진수 자료 X가 주어졌을 때 k번째 변수의 분할계획행렬 𝐆𝑘 를 계산한다. 

분할계획행렬 𝐆𝑘=(𝑔𝑖ℎ
(𝑘)),  𝑖 = 1,⋯ ,𝑛, 𝑘 = 1,⋯ ,𝑝, ℎ = 1 ,2 의 각 원소는 다음과 같다. 

𝑔𝑖𝑖
(𝑘) = � 1 ∶  i번째 개체가 k번째 변수에대해 h번째 범주에 해당하는 경우

 0 :  그 외의 경우
 

k번째 변수의 관측값이 𝝉(0 또는 1) 인 개체 수와 열별합을 계산한다. 

𝐃𝑘 = 𝐆𝑘𝑡 𝐆𝑘=
∑ 𝑔𝑖𝑖(𝑘)𝒏
𝒊=𝟏 0

0 ∑ 𝑔𝑖2(𝑘)𝒏
𝒊=𝟏

 

여기서 ∑ 𝑔𝑖1(𝑘)𝑛
𝑖=1 은  이진수 자료 X의 k번째 변수의 관측값이 1인 개체수이고, ∑ 𝑔𝑖2(𝑘)𝑛

𝑖=1 는 0인 
개체수이다.  

k번째 변수의 관측값이 0인 경우와 1인 경우를 분할한 가상점의 열별합은 𝐆𝑘𝑡X 이다. 

k번째 변수의 값이 𝜏(0 또는 1) 인 분할된 가상점의 중심을 계산한다. 

𝐘𝑘=𝐃𝑘−1 𝐆𝑘𝑡X = 𝐲1, 𝐲2 𝑡 

여기서  𝐲1은 k번째 변수의 관측값이 1인 경우 열평균을 나타내는 p× 1벡터이고, 𝐲2는 0인 경우 
열평균을 나타내는 p × 1 벡터이다. 

k번째 변수의 관측값이 𝝉(0 또는 1)인 분할된 가상점의 중심과 기존의 n개 좌표점과의 제곱거리벡

터는 𝑛 × 1 벡터 𝐚𝑟 = 𝑎1 𝑟 ,⋯ ,𝑎𝑛 𝑟
𝑡
의 원소는 다음과 같다.  

 𝒂𝒊(𝒓)= 𝐱𝑖 − 𝒚𝒓 𝑡 𝐱𝑖 − 𝒚𝒓 , 𝑖 = 1,⋯ ,𝑛,  𝑟 = 1,2  

여기서  𝐚1은 k번째 변수의 관측값이 1인 가상점의 중심과 기존의 n개 좌표점과의 제곱거리벡터이고, 
𝐚2는 k번째 변수의 관측값이 0일때의 제곱거리벡터이다. 

가상점의 중심을 s차원으로 축소된 다차원척도법 좌표공간에 투영한 s× 1좌표벡터는 다음과 같다. 

𝐜𝑟=𝚲(𝑠)
−1𝐂(𝑠)

𝑡 − 1
2
𝐚𝑟 −

1
𝑛
𝐀𝟏𝑛  ,  r=1,2 

                                                                                                                        
변수 개수 p개 만큼 [1단계]-[5단계]를 반복한다. 

중앙일보(1988. 6. 29)에 실린 <살아난 은행들도 조마조마>라는 제목의 퇴출된 은행 및 시중 17개 은행의 
경영평가 결과에 대해  8가지 항목으로 가공된 이진수 자료의 2차원 계량형 다차원척도법도는 <그림 1>
이며, 가상점을 추가한 계량형 다차원척도법도는 <그림 2>이다. 이에 대한 가상점의 좌표벡터는 <표 1>에 
나타내었다. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

τ = 1 τ = 0 
Dim1 Dim2 Dim1 Dim2 

BIS ratio 1.070  0.527  -0.446  -0.220  

asset 0.798  -0.104  -0.898  0.117  

NPL 0.770  -0.347  -0.539  0.243  

NPL ratio 1.024  0.327  -0.559  -0.178  

IO 0.202  0.648  -0.141  -0.453  

branch 0.319  -0.088  -1.037  0.285  

workforce 0.319  -0.088  -1.037  0.285  

grade 0.136  -0.202  -0.249  0.370  

<그림 1> 계량형 다차원척도법도 <그림 2> 가상점을 추가한 계량형 다차원척도법도 

<표 1>가상점  좌표벡터 
𝐗∗=

𝑥11∗ ,

𝑥𝑖𝑖∗ ,

⋯ , 𝑥𝑖;𝑘−1∗ , τ, 𝑥1;𝑘+1
∗ , ⋯ , 𝑥𝑖𝑖∗

⋮
⋯ , 𝑥𝑖;𝑘−1∗ , τ, 𝑥𝑖;𝑘+1∗ , ⋯ , 𝑥𝑖𝑖∗

⋮
𝑥𝑛𝑛∗ , ⋯ ,  𝑥𝑛;𝑘−1

∗ , τ, 𝑥𝑛;𝑘+1
∗ , ⋯ , 𝑥𝑖𝑖∗

 

2. Multidimensional scaling 

3. Representation of pseudo-sample 

4. Illustrations 
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